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EINLEITKJNG 
Diese Arbeit kiimmert sich ein wenig urn die beiden Spektralfolgen: 
ExtR”(ExtRg(M, R), N) 3 Tort+(N, M) 
und 
TorpR(ExtRg(M, R), N) =+. Ext;-x’(M, N), 
von denen sich letztere etwa in [6] als Satz 4.1 findet. 
Bei ihrer Herleitung in $1 stellt sich heraus, da8 sie in einer geniigend 
allgemeinen Situation, wenn namlich N ein R-Objekt in einer abelschen 
Kategorie ist, zueinander dual sind. 
Wenn fur den Modul M gilt: Ex@(M, R) = 0 fur i # n, dann entarten 
die beiden Spektralfolgen. Im 92 werden solche Moduln tiber speziellen 
Ringen charakterisiert. 
Der 93 befal3t sich mit den zu den Spektralfolgen gehorigen Filterungen 
von Tor und Ext. Recht gute Ergebnisse erhalt man fur die Filterung von 
Tor im Falle N = R. 
Im 94 wird mit Hilfe einiger Ergebnisse der Paragraphen 2 und 3 etwas 
zur Charakterisierung von Syzygienmoduln bewiesen. 
In der ganzen Arbeit wird oorausgesetzt, daJ alle betrachteten Ringe beidseitig 
noethersch sind. 
1. DIE BEIDEN SPEKTRALSEQUENZEN 
Wir bedienen uns nach dem Vorbild von [7] der folgenden Konvention: 
Wenn von einer Spektralsequenz E die “endlichen” Terme E, , E, ,... 
zusammen mit 2, , 2, ,... und B, , B, ,... gegeben sind, so sol1 2, = n, 2,) 
B, = V, B, und E, = Z,/Bm sein. 
510 
DUALITiiT ZWISCHEN EXT UND TOR 511 
1.1. Es seien A eine abelsche Kategorie mit abzahlbaren direkten 
Summen und Produkten und K** ein Doppelkomplex in A mit den Rand- 
operatoren d, : k?q+ Kp+l,q und dII : Kpq-t K*,‘J+‘. Wir machen die 
Annahmen: 
(i) k’“q = 0, wenn p < 0, und 
(ii) H?(K) = 0, wenn p # 0. 
Aus der Inklusion HIos*K --f K entsteht ein Homomorphismus: 
f:  HIIHIo(K) --f HK, 
wobei HK die totale Homologie von K bezeichnet. 
In jedem der folgenden drei Falle istf isomorph: 
(iii) Es gibt ein p, , so dal3 KPq = 0 fur p > p, ist. 
(iv) Es gibt ein q. , so dal3 KPQ = 0 fur 4 < q. ist. 
(v) In A existieren direkte Limites und diese sind exakt (S. [5] 0111 11.3.3.). 
Wir betrachten jetzt die folgende Filterung F- von K : FTK : = @p3r Kpq. 
Diese induziert eine Filterung F* von HK, mit FOHK = HK. Letztere ist 
separiert und sogar endlich, falls (iii) order (iv) erfiillt ist (lot. cit.). Mittels f  
kann man diese Filterung liften zu einer Filterung F* von H,,H,O(K) (man 
definiert FPH,,H,K : == ker[HIIH,K + HK/F”HK]). Man erhalt einen 
Ronomorphismus der graduierten Objekte: 
f" : FPHIIH,K/Fn+tlHIIHIK + FPHK/F”+lHK. 
Aus der Filterung Fe von K entspringt eine Spektralsequenz E mit: 
Ey = H,pH;,(K). 
Da F°K = K ist, das zugehijrige exakte Paar “positiv stationar” und wir 
erhalten Monomorphismen (S. [7] 6.9, 6.10, 5.14): 
Falls (iii) oder (iv) erfiillt ist, sind die gp isomorph. Insgesamt haben wir den 
folgenden 
SATZ. Sei K ein Doppelkompler, dev den Bedingungen (i) und (ii) geniigt. 
Dann gibt es eine Filterung F* van H,,H,K mit FOH,,H,K = H,,H,K, und eine 
Spektralsequenz E mit 
Ep = H/H;;(K) 
und Monomorphismen : 
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Falls zusiitzlich (iii) oder (iv) erfiillt ist, ist die Filterung F* separiert und end&h, 
und v  isomorph. 
1.2. Wir benijtigen die Begriffe des “Tensorprodukts in abelschen 
Kategorien” und des “symbolischen Horn-Funktors” und fiihrcn sie deshalb 
kurz ein. 
Es seien R ein Ring und ~1 wie oben eine abelsche Kategorie. Em R- 
Linksobjekt (bzw. Rechtsobjekt) in d ist ein Objekt N aus A, versehen mit 
einem Ringhomomorphismus R + Hom,(N, N) (bzw. R”P ---f Hom,(N, IV); 
ROP bezeichnet den Gegenring von R). 
Die R-Linksobjekte (bzw. R-Rechtsobjekte) in A bilden auf naheliegende 
Weise eine abelsche Kategorie, genannt J (bzw. AR). Die Kategorie der 
R-Linksmoduln wird mit RMod, die der endlich erzeugten mit RModa 
bczeichnet. 
Der ;\‘Iodul R, , d.i. R als R-Linksmodul aufgefaBt, ist offenbar auf 
kanonische Weise ein R-Rechtsobjekt in .Mod. Wenn t also ein additiver 
Funktor von ,Mod gegen A ist, so ist such tR,7 kanonischerweise ein 
R-Rechtsobjekt in A. 
1.3. Sei N irgendein R-Rechtsobjekt in rl. Es gibt genau einen rechts- 
exakten, additiven (bzw. streng-additiven) Funktor t : RModC + A (bzw. 
t : ,Mod --f il), fur den tR,y und N als R-Rechtsobjekte iibereinstimmen 
([II] Thm. 7.2). R/lan bezeichnet diesen Funktor t mit hr OR ? und nennt 
ihn Tensorprodukt mit N. Man erhalt so einen eindeutig bestimmten 
biadditivcn Funktor ?r 6JR ?Z : AR x RMode + K (oder A, x RMod + K). 
Projektive Objekte aus RMod” (bzw. .Mod) machen das Tensor-produkt 
exakt in der ersten Variablen. (Analoges gilt nicht fur projektive Objekte 
aus 4, ,) Die totalen Ableitungen tor, R des Tcnsorproduktcs erhalt man 
also schon mit Hilfe projcktiver Aufliisungen in der Modulvariablen. 
1.4. Dual definiert man den “symbolischcn Horn-Funktor”, dcr hier mit 
hom,( ?r , ?J bezeichnet werden ~011. Sei namlich dOP die zu ;1 duale 
Kategorie, und D : A ---f&p der identische Funktor. (Wenn N tin 
R-Linksobjekt in Z4 ist, so ist DN ein R-Rechtsobjekt in don.) 
Mit hom,( ?, N) wird derjenige kontravariante Funktor t : RMode + A 
bezeichnet. fur den II 0 t := (DN) @ R ? ist. Die Ableitungen von horn, 
heiBen extRi. 
1.5. Sinnvolle Assoziativitatsformeln fur Tensorprodukte sind wahr. 
Es gilt die Adjungiertheitsformel: 
Hom,(F OR E, G) = HomR(E, Hom,(F, G)). (+> 
(Dabei ist FE A,, E~~Mode, GE A; also F 6~~ EEA und 
Hom,(F, G) E .Mod.) (S. [II] Def. 7.1.) 
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Aus (*) erh9lt man ohne groflc Miihc die folgcndc Adjungiertheitsformcl: 
Hom,,(l: EL7 E, G) = IIom,,(F, hom,(E, G)). (**) 
(Dabci ist 5’ ein weiterer Ring, 3’ c- /I, , G E 13, und I!’ tin S-K-I>oppelmodul, 
also hom,(l:, G) E -ils und F (SLy B E flR .) 
1.6. I’s seien H, ./3, und X wit obcn gewglt, 1%’ tin R-Linskmodul. Wir 
habcn durch die K-Struktur auf :V cincn Ringhomomorphismus 
.f : R + Hom,(N, N). 
Durch f  wird Hom,(;lT, :T) zu einen R-R-Doppelmodul, und f  kann als 
Homomorphismus von R-X-Doppelmoduln aufgcfaflt werden. I)cr Aus- 
wcrtungshomomorphismus M ‘& Hom,(M, R) ---f R ist cbcnfalls ein 
Doppclmodulhomomorphismus. Zusammengesctz crgibt sich tin K-Z<- 
Doppelmodulhomomorphismus: 
M & Hom,(M, R) + Hom,(N, lb’). 
Dicsem entspricht wegen (*) tin Morphismus in --I, : 
N OR M & EIom,(M, R) + :\-. 
Und dicscm wicderum entspricht wegcn (=) (sctze S : 2) ein LIorphismus 
in L,.l: 
,y : N OR Lb&+ hom,(IIom,(M, R), 1X’). 
Falls 31 ~-7 H, , also such falls M ein cndlich erzeugter projektiver I2-Modul 
ist, wird, wit man leicht sieht, g ein Tsomorphismus. (DcfinitionsgemgB ist 
:V CGR ,s = hr.) 
1.7. Es s&n R, A, M und N wit obcn gcwahlt und zusatzlich M endlich 
crzeugt. Wir machen die Annahmc: :V bcsitzc einc i2ufliisung: 
durch solche Xi, fiir die hom,( ?, Si) exaktc Funktoren sind. Da M endlich 
erzeugt und R noethcrsch ist, gibt es eine dimensionsw-eise cndlich erzcugte 
projcktive Aufliisung 1’ von J+‘. 
Wir bctrachten den 11oppelkomplcx: 
K 7 .I- <4J?R T (k-D.--4 z A-” $3 Y,). 
Er erfiillt die Bedingung (i) aus 1.1 und, da E’, fiir allc q projektiv ist, offenbar 
such (ii). Der IIomomorphismus g aus 1.6 liefcrt, da die Y, endlich erzeugte 
projektivc L’Ioduln sind, einen Isomorphismus von Doppelkomplexen: 
X @, Y = hom,(Hom,(Y, R), X). 
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Es gilt also: 
und 
IZIIIII(K) ..=: torR(N, M) 
Falls proj. dim M < x ist, kann Y so gewahlt werden, da13 k’ die 
Bedingung (iv) erfiillt. Wenn fur ein Y die Funktoren exti( ?, X) fur i > Y 
verschwinden--wir wollen fur dicse Situation ext-dim N < Y schreiben- 
dann erlaubt 1%’ eine Aufliisung X der oben beschrieben Art mit Xi -- 0 fur 
z >- Y. Falls also ext-dim 117 < CC ist, la& sich X so wahlen, dal3 K die 
Bedingung (iii) erfiillt. Wegen 1. I erhalten wir 
1.8 ‘J’HEOKEM. 16 seien I?, ‘-1, M und :Y wie oben gewiihlt. Dunn gibt es 
eine Filterung F* von torR(N, ,‘kT) mit F0 tor(N, ~Icl) = tor(N, M) und eine 
Spektralsequenx E mit 
fip- rl 
2 = extqIhtqJu, R), N) 
und Monomorphismen: 
Wenn proj. dim LW < co otter est-dim N < 03 ist, dann ist J? sepavievt und 
endlich, und v  isonzorph. 
1.9 Benzerkung. Auf die Forderung, da0 ;\’ eine “gum” Aufliisung 
besitzt, kann man verzichten, indcm man mit einer projektiven Cartan- 
Eilenberg-Auflijsung % (“projective resolution” in [4] XVII, 1) des Kom- 
plexes IJom,(1’, R) arbeitet und statt des Doppelkomplexes 2’ @ Y den 
“g&h guten” Doppelkomplex hom(%, :V) betrachtet. Dies hatte jedoch die 
obigen Ausfuhrungen etwas schwerfalliger gcmacht, und zudem brauchen 
wir spater einmal gerade den Doppclkomplcx S v; 1’. 
1.10. Dual zu 1.8 gilt: 
‘L’HEOHIiM. Seien I<, A4, M u;ie ohen gwiilzlt, ,Y ein K-Linksobjekt in L4, 
das eine “gute” Aufl6sung heztiglich des Tensorproduktes besitxt. Dunn gibt es 
eine Filterung F. van ext,(:VZ, N) mit 1;; est(M, IV) = 0 und ei?le Spektral- 
sequenn I< mit 
/,‘-xl+q = torD(Extq(M, K), N) ‘2 
und Epimorphismen 
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Wenn proj. dim M < 00 O&Y tor-dim N < co (analog zu ext-dim dejiniert) 
ist, dann ist F. exhaustiv und $ isomorph. 
1.11. Es ist klar, da8 die Filterungen F* und F. und die Spektralsequenzen 
funktoriell und daB y  und C/ natiirlich sind. 
1.12 KOROLLAR (zu 1.8 und 1.10). Esseiinj. dim R, < co. Wenn dunn N 
ein R-Rechtsmodul und inj. dim N < co ist, so ist such schw. dim N < co 
(schw. dim = Tor-dim). Wenn N ein R-Linksmodul und schw. dim N < CC 
ist, dann ist such inj. dim N < co. 
1.13 DEFINITION. Sei n eine natiirliche Zahl. Ein R-Modul M hei@ 
n-quasiperfekt, wenn Exti(M, R) = 0 f” ur i # n ist. Falls dariiber hinaus 
proj. dim M < co (d.h. fiir endlich erzeugte M, daJ proj. dim M = n) ist, 
wird M ein n-perfekter Modul genant. Ein 0-quasiperfekter Modul hei& such 
quasiprojektiv. (Die Bezeichnung “perfekt” stammt von [1.5].) 
1.14 SATZ. Sei M e-in n-quasiperfekter endlich erzeugter R-Modul. Dunn 
hat man natiirliche Transformationen: 
und 
~JI : tor,R_J ?, M) ---f extRi(Ext”(M, R), ?) 
4 : tornR_,(Ext”(M, R), ?) --f extRi(M, ?). 
Auf R-Objekten endlicher ext-Dimension ist y  isomorph, auf R-Objekten 
endlicher tor-Dimension ist (c, isomorph. Wenn M sogar perfekt ist, dann sind 
9) und 4 Funktorisomorphismen. 
Dieser Satz, der sich unmittelbar aus 1.8 und 1.10 ergibt, mag die Frage 
nahelegen, welche Moduln (quasi-) perfekt sind. Eine Antwort in gewissen 
Spezialfgllen wird der ngchste Paragraph darauf geben. 
1.15. KuriositHtshalber beweisen wir den folgenden ganz und gar 
unniitzen 
SATZ. Die projektive Dimension e&s R-Moduls M ist das Supremum 
derjenigen ganzen Zahlen i, fiir die es einen quasiprojektiven (1.13) Modul Q 
mit Ex@(M, Q) # 0 gibt. 
Beweis. Es geniigt offenbar, das Folgende zu zeigen: Wenn Ex@(M, Q) = 0 
fiir alle i > 0 und alle quasiprojektiven Moduln Q ist, dann ist M projektiv. 
Nun, indem man fiir Q speziell R einsetzt, erhnlt man: M ist quasiprojektiv. 
Sei 
O+N+P+M+O (*) 
eine exakte Folge mit projektivem P. Mit Hilfe der langen exakten Folge 
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der “Ext” erkennt man, daB mit M such N quasiprojektiv ist. Nach Voraus- 
setzung gilt dann aber insbesondere Extl(lW, N) = 0. Also zerfallt (*) und M 
projektiv. 
2. DER FUNKTOR “ExT" OBER LOKALEN RINGEN 
Im diesem Paragraphen sei R ein kommutativer Ring. 
2.1. Sei M ein endlich erzeugter R-nlodul. Eine Fo!ge x -= (sr ,..., x,,) 
von Elementen aus R hciBt einc N-Folge, falls fur jedes i das Element .vi tin 
Xichtnullteiler des I1Ioduls M,‘(x~M -I~ ... .vl-r:W) ist. Falls daruber hinaus 
die Elemente si im Jacobson-Radikal von R liegcn, hei& x eine cigentliche 
M-Folge. 
Wenn R ein lokaler Ring ist, so heiRt das Supremum der Langen eigent- 
lither :W-Folgen die T’iefe (such homologische Codimension) von M, in 
Zeichen: tf  M. 
Sei k der Restklassenmodul von R nach seinem maximalen Ideal. Die 
Tiefe von M ist das Infimum der i, fur die Exti(k, M) # 0 ist ([17] IVA 4, 
prop. 6). Offenbar kann man in dieser Aussage k durch jeden von Null 
verschiedenen SIodul endlicher Lange ersetzen. 
Es gilt t f  M < dim M (lot. cit., prop. 7). Dabei bezeichnet dim M die 
Krull-Dimension von M. 
2.2. Seien M und N endlich erzeugte R-Moduln. N’ir interessieren uns 
fur das Infimum Y der Zahlen i, fur die ExP(M, N) # 0 ist. NIan weil3 ([9] 
prop. 3.3): Die Zahl r ist das Supremum der Langen von N-Folgen, deren 
Elemente im Annullator von M liegcn. 
2.3. Wir beweisen dariiber hinaus: 
SATZ. Seien R lokal, M und N endlich erzeugte R-Afoduln. Dann ist 
ExP(M, N) = 0 fiir i < tf  ,1’ -- dim M. 
Beweis. Induktion nach dim M ! Falls dim M = 0, d.h. falls M von 
endlicher Lange ist, folgt die Behauptung mit Hilfc der homologischen 
Charakterisierung der Tiefe (2.1). Da M noethersch ist, gibt es einen 
maximalen Untermodul L von endlicher Lange in M. Es gibt in M’ = M/L 
keinen von Null verschiedenen Untermodul endlicher Lange mehr. Mit 
anderen \Vorten, das maximale Ideal tu von R ist nicht zu M’ assoziiert. Fur 
dim M :;- 0 ist l$Z’ #- 0 und dim M = dim M’. Weil Exti(L, N) = 0 ist fur 
i < tf N, folgt aus der langen exakten Folge der “Ext” sofort: wenn i < ff IV, 
so ist Exti(M’, N) == 0 genau dann, wenn such ExP(M, Iv) = 0 ist Da 
m $ Ass M’ ist, gibt es in ut einen Nichtnullteilcr x von M’ ([3] IV, I. 1 car. 2 
de la prop. 2). 
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Aus der exakten Folge: 
erhalten wir die exakte Folge: 
Exti(M’, N) 2 Exti(M’, N) + Ex@+l(M’/xM’, N). (*) 
Nach PI OIY , 16.3.7 gilt dim(M’/xM’) = dim M’ - 1. Nach Induktionsvor- 
aussetzung ist also Exti+l(M’/xM’, N) = 0 fur i + 1 < tf N - dim(M’/xM’). 
Da x ~111, folgt mit dem Lemma von Nakayama aus (*), dal3 such 
Exti(M’, N) = 0 ist fur i + 1 < tfN - dim(M’/xM’) = tfN - dim M’ + 1 
Also verschwindet Exti(M’, N) und damit such Ex@(M, N), wenn 
i < tf  N - dim Mist. 
2.4. Satz 2.3 ist eine leichte Verallgemeinerung von [27] IVB2, Thm. 6. 
Denn wegen 2.2 erhalt man aus 2.3, da0 es in einem Ideal a eines lokalen 
Ringes eine N-Folge der Lange (tfN - dim R/a) gibt. Man erhalt dement- 
sprechend aus 2.3 such unmittelbar eine bekannte Verallgemeincrung von 
lot. cit. Cor. 1, namlich: Sei p ein Primideal von R, dann ist 
dimN--tfN>dimN,-tfN,. 
(Darauf machte mich E. Kunz (Heidelberg) aufmerksam.) 
2.5. Wenn man nach dem Vorbild von [15] mit grad M (bei endlich 
erzeugtem M) das Infimum der i bezeichnet, fur die Ex@(M, R) # 0 ist, so 
folgt aus Satz 2.3 fur lokales R: 
t f  R < grad M + dim M. 
Wegen 2.2 hat man unmittelbar: 
(*) 
grad M + dim M ,< dim R. (**I 
2.6. Seien R lokal, M und N en rc erzeugt. Wir interessieren uns nun dl’ h 
fur das Supremum s der Zahlen i, fur die Exti(M, N) # 0 ist. Hierzu w&B ich 
nur das folgende magere Resultat: 
SrlTZ. Wenn proj. dim M < co oder inj. dim N < co ist, dam pilt: 
s+tfM=tfR. 
Bezceis. (a) Sei p = proj. dim M < co. Dann ist bekanntlich p + <f M = 
<f R. Wenn k der Restklassenkorper von R ist, so gilt, wie man weif!: 
ExtP(M, k) # 0. Da es fur endlich erzeugte N einen Epimorphismus N + k 
gibt, hat man eine exakte Folge: Extp(M, N) ---f Extp(M, k) -+ 0, und somit 
ExtP(M, N) # 0. 
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(b) Sei q = inj. dim N < co. Dann ist q = tfR und Ext*(k, N) # 0 
([2] Lemma 3.3 und 2. Zeile des Beweises). nlan schlieRt nun nach bekanntem 
Muster, wie 2.13. in [17] IVDl prop. 21 mit Induktion nach tfM. Im Falle 
tf  M = 0 gibt es einen Monomorphismus k + M also eine exakte Folge 
Exts(M, N) --f Ext*(k, ;V) + 0, und damit ist Extp(M, IV) f  0. Sei jetzt 
tfM > 0. Dann gibt es im maximalen Ideal von R einen Nichtnullteiler x 
von IV. Aus der exakten Folge: 0 4 M: M + M/xM + 0 erhslt man 
die exakte Folge: 
Exti(M, N) : Exti(M, N) + Exti+l(M/‘xM, N) + Exti+l(M, iv). 
Nach dem Lemma von Nakayama folgt aus Exti bl(M/xM, N) = 0, da0 
such ExP(M, N) = 0 ist. Wenn andererseits Ext:+l(M, N) = 0, aber 
ExP+l(M/xM, N) # 0 ist, so ist such Ex@(M, N) + 0. Nun gilt aber 
tf(M/xM) = If M - 1. 
2.1 SATZ. Sei R lokal, M ein von A%11 verschiedener endlich erzeugter 
R-Modul endlicher projektiver Dimension. Dann gilt: 
(a) Wenn M ein Cohen-Macaulay-Modul (d.h. tf M =I dim M) ist, dann ist 
M perfekt. 
(b) Wenn M perfekt ist, so ist dim M - tf M < dim R - tf R. 
(c) Sei R ein Cohen-Macaulay-Ring. So ist M genau dann perfekt, wenn M 
ein Cohen-Macaulay-Modul ist. 
Beweis. Da proj. dim M < a3 ist, ist gemll3 Satz 2.6 und der Definition 
von “grad” der Modul M genau dann perfekt, wenn tf M f  grad M 3 tf R ist. 
(a) Wegen 2.5 (*) erhalt man aus tf M = dim &Z die Ungleichung 
tf M + grad M > tf R. 
(b) Aus dim M + grad M < dim R ((**) in 2.5) und tfM + grad M 3 tfR 
erhilt man durch Subtraktion die behauptete Ungleichung. 
(c) folgt direkt aus (a) und (b), d a in (c) die Gleichung dim R - tf R = 0 
vorausgesetzt ist. 
2.8 KOROLLAR. Seien N und E endlich erzeugte R-Mod& E van endlicher 
Ltinge und von der endlichen projektiven Dimension n. Die Zahl (n - tf M) ist 
gleich dem Supremum der i, fiir die Tor,(N, E) # 0 ist. 
Beweis. Nach 2.7(a) ist E ein n-perfekter iClodu1; ferner ist Ext”(E, R) 
ein Modul endlicher Lsnge. Man kann dann Satz 1.14 anwenden. 
2.9 KATZ. Sei R e-in lokaler Gorensteinring (d.h. inj. dim R, < cx)), M ein 
endlich erzeugter R-Modul. Genau dann ist M quasiperfekt, wenn M ein Cohen- 
Macaulay-Modul ist. 
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Beweis. Da inj. dim R < co ist, ist wieder gemal Satz 2.6 der Modul M 
genau dann quasiperfekt, wenn tf M + grad M = tf R ist. Weil R ins- 
besondere ein Cohen-Macaulay-Ring ist (121 car 3.4), kann man genau so wie 
im Beweis zu Satz 2.7 schlieRen. (Diesen Satz, bzw. Satz 2.7~ hat Rees unter 
den Voraussetzungen bewiesen, daR R regular und M von der Form R/a, 
a Ideal, ist, S. [15] Thm. 5.4) 
2.10. Wir wollen zum SchluR noch etwas tiber die Tiefe des Moduls 
Ext”(M, R) fur n-quasiperfekte M beweisen, und benijtigen dazu einige 
tcchnische Kleinigkeiten: 
(a) Seien M und N wie oben, x = (xi ,..., x,) eine (R @ N)-Folge (d.h. 
sowohl tine R- wie eine N-Folge). Das “main theorem” aus [14] besagt: 
Ext&,(M, N/xN) g Ext;+‘“(M, N) fur alle i E Z. (*) 
(b) Sei 
eine exakte Folge endlich erzeugter Moduln tiber einem lokalen Ring, und 
tfFi > i. Dann erkennt man sofort mit Hilfe der homologischen Charakte- 
risierung der Tiefe, da8 tf E > Y ist. 
2. I 1 LEMMA. ,3eien R lokal, M und N endlich erzeugt und von Null 
verschieden. Dann gilt: 
tjN > lA$n{i + tfExt”(M, N)}. 
Beweis. Sei k der Restklassenkorper von R. Nach [4] XVI, 4 Formeln (2) 
und (3) hat man konvergente Spektrafolgen ‘E und “E mit ‘Ef” = 
ExtP(k, Extq(M, N)) und “El4 = Ext*(Tor,(k, M), N) mit dem “im wesent- 
lichen gleichen” Limes H’K, der totalen Homologie eines gewissen Doppel- 
komplexes K. Sei Y = tf N. Da Tor,(k, M) isomorph einer direkten Summe 
endlich vieler Exemplare von k ist, gilt “EiP = Ext*(Tor,(k, M), N) = 0 
fur q < Y. Es ist also “E,‘sO = “E;’ = HTK. Da aber k @ M f  0 ist, gilt 
“El-O f  0 und damit H’K # 0. Daraus folgt, dal3 einer dcr Moduln 
‘E;--i*i =-= Es@(k, Exti(M, N)) von Null verschieden sein mul3. D.h. 
(f Exti(;M, N) < r - i fur mindestens ein i. 
2.12 KATZ. Es sei R lokal, M und N wie oben, n eine natiirliche Zahl. 
Es gelte : 
(i) tf R > n; und 
(ii) Exti(M, N) = 0, wenn i < n oder n < i < tf N ist. 
Dann ist tf Ext”(M, N) = tfN - n. 
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Beweis. Wegen (ii) ist t f  N 3 n; also ist wegen (i): tf(R @ N) > n. 
Der Isomorphismus (*) in 2.10(a) erlaubt uns dann die Beschrankung auf 
den Fall n = 0. 
Sei Y = tf N. Nach Lemma 2.11 gilt: Y > tf(Hom(M, N)), da 
Exti(M, N) = 0 fur 0 < i < Y, und tf 0 = co ist. Eine dimensionsweise 
endlich erzeugte freie Auflosung P. von M ergibt eine exakte Folge: 
0 + Hom(M, N) + Hom(P, , N) --f 1.e. --j Hom(P,-, , N) 
(ExP(M, N) = 0 fur 0 < i < Y), wo tfHom(P, , N) 2 Y ist. Nach 2.10(b) 
ist also tf Hom(M, N) 3 Y. 
3. DIE FILTERUNGEN F’ UND F. 
3.1 LEMMA. Sei R -+ S ein Homomorphismus von Ringen, Y eine natiirliche 
Zahl. Aus ExtRi(S, R) = 0 fiiy i < Y  folgt ExtRi(N, R) = 0 fiir i < Y  und 
jeden S-Modul N. 
Beweis. In [4] XVI, 5 unter case 4 findet sich die folgende konvergente 
Spektralsequenz: 
ExtJN, ExtR$S, E)) > Extfa”(N, E). 
Man ersetze E durch R. 
3.2. In 2.5 ist die Grad-Funktion fur endlich erzeugte Moduln iiber 
kommutativen Ringen definiert worden. Zur Erweiterung dieser Definition 
setzen wir zunachst fur ein zweiseitiges Ideal a eines Ringes R fest: grad(R/a) 
sei das Infimum der i, fur die ExQ(R/a, R) f  0 ist. 
3.3 SATZ. Seien a und b zweiseitige Ideale ekes Ringes R. Es gelte: 
grad(R/a) = Y und grad(R/b) 3 Y. Dann ist grad(R/(a n 6)) = grad(R/ab) = Y. 
Beweis. Man hat exakte Folgen: 
0 --f a/(a n b) + R/(a n b) + R/a + 0 
und 
0 + a/ab + Rlab -+ R/a --f 0. 
Sowohl a/(a n 6) wie a/ah sind (R/b)-Moduln. Mit Hilfe des Lemmas 3.1 
und der langen exakten Folge der Exti( ?, R) beweist man den Satz. 
3.4. Die Menge der zweiseitigen Ideale a von R mit grad(R/a) > Y ist 
also nach unten gefiltert. 
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DEFINITION. Fur R-Moduln M sei de@iert: 
TTM : = 5 Hom,(R/a, M), 
a 
wobei a diejenigen zweiseitigen. Ideale van R durchliiuft, fti die grad(R/a) > Y 
ist. 
T’M la& sich auf natiirliche Weise als Untermodul von M auffassen. 
3.5 SATZ. Die Funktoren T’ haben die folgenden Ezgenschaften: 
(a) T’T) T’+l. 
(b) T’M ist gleich der Menge derjenigen Elemente x von M, fiir die 
grad(R/Ann Rx) 3 r ist. 
(c) Fur kommutative R ist also T’M die Menge der Elemente von M, die 
durch eine R-Folge der Liinge r annulliert werden. 
(d) T’(iU’/T’M) = 0. 
(e) T’ ist linksexakt und mit (gefilterten) direkten Limites vertauschbar. 
3.6 DEFINITION. Uber einen R-Modul M sagen wir, er habe den Grad r und 
schreiben grad M = r, wenn M = TrM und M # Trf’M ist. Wenn bei einem 
Modul M dies fiir kein r erfiillt ist, sei grad M = 00. 
(Fur endlich erzeugte Moduln iiber kommutativen Ringen stimmt diese 
Definition mit der alten iiberein.) 
3.7 LEMMA. Sei 0 -+ E ----f F + G + 0 eine exakte Folge von R-Moduln. 
Dann gilt: 
gradF>r + gradEar und gradG>r. 
3.8 SATZ. Sei R kommutativ. Fur jeden R-Modul Mgilt dann: 
Ass M = u Ass(M/TiM). 
Beweis. (a) Sei p E Ass(M/T’M). Dann gibt es ein Element x E M, fur 
dessen Restklasse I E M/T’M gilt: Ann % = p. Urn nun p E Ass M zu zeigen, 
geniigt es wegen Ass Rx C Ass M ([3] IV, 1.1 prop. 3) zu beweisen, da8 
p E Ass Rx gilt. Man hat aber die exakte Folge: 
O--+TrMnRx+Rx-+Rx-+O. 
Wenn also ein Primideal q zu Rx assoziiert ist, so ist q E Ass Rz, d.h. q = p, 
oder q E Ass( TTM n Rx) (lot. cit.). Im letzteren Falle ist aber grad(R/q) 3 r. 
Da andererseits grad(R/p) < r ist, folgt also q $ p oder q = p. Unter den 
Primidealen, die Ann Rx enthalten, ist also p minimal, also p E Ass Rx. 
([3]) IV, 1.4 thm, 2). 
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(b) Sei umgekehrt p E Ass M. Dann ist p E Ass(TrM) u Ass(M/TrM) fur 
alle Y. Wcnn grad(R/p) < Y, so ist p $ Ass(TrM). 
3.9. KOROLLAR. Das Minimum der Zahlen grad(R/p) mit p E Ass M ist 
gleich grad M. 
Beweis. Wenn M = TTM und M # TT+lM, so gibt es ein Primideal 
p E Ass M mit grad(R/p) = Y und kein Primideal q EASS M mit grad(R/q) < Y. 
Man wahle namlich ein beliebiges Primideal p E Ass(T’M/T”‘+‘) C Ass M. 
Andererseits ist Ass(M/T?M) = 0. 
3.10 SATZ. Es sei weiter R kommutativ, M ein R-Modul, E seine injektive 
Hiille. Dann ist grad M = grad E. 
Bezceis. Zu einer irreduziblen Zerlegung der Null durch Untermoduln in 
M und einer eolchen in E gehoren dieselben Primideale ([8] car. 1 auf S. 11). 
3.11. Die Filterung T’ von Moduln ziehen wir jetzt heran, urn Aussagen 
iiber die Filterungen F’ und F. von ext und tor zu machen. 
Es sei definiert: 
und 
_Tp tor(N, fi1) : = Im[tor(N, TPM) --f tor(N, M)] 
T, ext(M, N) : = Ker[ext(M, N) - ext( TPM, N)]. 
3.12 KATZ. Es seien R ein Ring, M ein R-Linskmodul und N ein R-Rechts- 
objekt, bzw. ein R-Linksobjekt. Dann gilt: 
(4 _TJi (4 tor,(N, M) C FI’ tor,(N, 111) 
und 
(b) Ta+g extq(M, N) 3 F, ext*(M, N). 
Beweis. (a) Nach Thm. 1.8 ist Fi tor,(N, M)/Fi+l tor,(N, M) ein Sub- 
quotient von exti(ExW(M, R), N). Nun ist grad(TP+gM) 3 p + q, d.h. 
Exti-+q(Tp+gM, R) = 0 fur i < p. Also ist 
tor,(N, T”+gM)/FP toro(N, T”+gM) = 0. 
Man hat aber das folgende kommutative Diagramm: 
Fzi tor,(N, T”+*M) 5 tor,(N, TP+*M) 
1 
/’ / / 
1 
Fn tor,(N, M) - tor&N, M) 
Die Behauptung folgt unmittelbar. 
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(b) ist die zu (a) duale Behauptung. 
3.13. Urn iiber die Filterungen F’ und F. genauere Aussagen machen zu 
kiinnen, werden wir uns auf gewisse Klassen von Ringen einschranken. 
Zuniichst setzen wir voraus, daJ im Rest dieses Paragraphen alle betrachteten 
Ringe kommutativ sind. Urn die gewiinschten Aussagen iiber alle Fi und Fi zu 
machen, miissen wir uns auf Gorensteinringe R (ing. dim, R, < co fur alle 
Primideale p) beschranken. Wenn man sich jedoch nur f& die Fi und Fi 
mit i < n interessiert, geniigt es, sogennante G,-Ringe zu betrachten, die 
unten definiert werden sollen. Dazu benijtigen wir einige Begriffe und 
Tatsachen: 
(a) Aus 2.10(a) folgt sofort: Wenn R ein Gorensteinring und x eine 
R-Folge ist, dann ist R/xR ein Gorensteinring. 
(b) Ein Ring R hei& Quasi-Frobeniusring, wenn R ein injektiver R-Modul 
ist. Nach [2] “fundamental theorem” (insbes. (g)) sind die Quasi-Frobenius- 
ringc genau die artinschen Gorensteinringe. 
(c) Es sei 
O+R+I’J-+Il+ .a.. 
eine minimale injektive Auflosung von R, d.h. I0 ist injektive Hiille von R 
und 1’ ist jeweils die injektive Hiille von Im[1r-l +I’]. Mit pi(p) fur 
Primideale p von R bezeichnet man die Anzahl der in einer irreduziblen 
direkten Summenzerlegung von li auftretenden Summanden, die isomorph 
zur injektiven Hiille von R/p sind ([2] 92). 
3.14 LEMMA. Sei p ein Primideal des Ringes R. Wenn fii~ alle Primideale 
(I 3 p die Bedingung tf R, > n erfiillt ist, dann gibt es in p eine R-Folge der 
Liinge n. 
Beweis. Induktion nach n, wobei der Fall n = 0 trivial ist. Wenn n > 0 ist, 
folgt aus q r) p und der Voraussetzung, da8 q nicht zu R assoziiert ist ([3], 
IV, 1 .I car. 2 de la prop. 2 und IV, 1.2 prop. 5). Es gibt also in p einen 
Nichtnullteiler x von R ([3] lot. cit. und II, 1.1 prop 2). Im Ring R/xR ist 
aber die Voraussetzung des Lemmas fur n - 1 an Stelle von n erfiillt. 
3.15. Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir das folgende im Wesent- 
lichen von Bass stammende 
THEOREM. l?s seien R ein Ring und n eine natiivliche Zahl. Die folgenden 
Aussagen sind iiquivalent: 
(i) Fiir jede R-Folge x der Liinge <n - 1 ist der voile Bruchring (jeder 
Nichtnullteiler wird als Nenner xugelassen) von RjxR ein Quasi-Frobeniusring. 
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(ii) Fiiv die Primideale p van R gilt: (a) tf R, > Min(ht p, n); (b) im Falle 
ht p < n ~ I ist R, ein Gorensteinring. (Mit ht p wird die H6he von p 
bexeichnet.) 
(iii) In einer minimalen injektiven Au@sung I’ von Rgilt: grad IT > hIin(n, Y). 
(iv) Fiiv alle endlich evzeugten R-&!oduln M ist 
grad Ext’(M, R) -3 Min(n, Y). 
Bezeis. (I) Die Aquioalenz von (iii) und (iv) ist nahczu trivial. 
(II) (i) * (ii)(a): Wir zeigen sogar: In jedem Primideal p gibt c‘s tine 
R-Folge der Lange hIin(ht p, n). Angenommen, dies ware fur tin p nicht 
der Fall! Sei x eine maximale R-Folge in p. Ihre Lange ist nach Annahme 
echt klciner als n. Da dann aber der voile Rruchring von R/xR eine Quasi- 
Frobeniusring, also artinsch ist, best&t dss (RjxR) nur aus den minimalen 
xR umfassenden Primidcalen. Da ht p nach Annahme echt grijl3er als die 
Lange von x ist, ist p keines von diesen Primidealen. Es gibt also in p einen 
Nichtnulltciler von R/xR. Widerspruch zur nIaximalitat von x ! 
(i) ~-- (ii)b): Sei nun ht p Y < 12 1. Es gibt in p einc R-Folge x dcr 
Lange r, und es ist p E Ass(R/xR). Sei S das Komplcment der Vereinigung 1 
der zu RixR assoziierten Primideale van R. Da (jS~‘R)jx(LS~lR) ein Quasi- 
Frobeniusring ist, gilt dies such fur seine Iokalisicrung: RJxR, . Sach [2] 
thm. 4.1 ist also R, ein Gorensteinring. 
(ii) m:- (i): Sei x eine R-Folgc der Lange I <* n ~~ I und p ein Primidcal mit 
p T) Rx. Im Falle ht p 1’ ist p E Ass(R/xR). Im Palle ht p ;; r dngcgcn, 
gibt cs in p nach Iemma 3.14 no& einen Nichtnullteilrr von R/xR, also ist 
dann p 4 Ass(RixR). Der voile IIruchring von R/xR ist demnach artinsch. 
Auch gilt fur +> E Ass(R;xR), da0 R, ein Gorcnsteinring ist. Dcr v-olle 
Rruchring von R;xR ist also (3.13a) ein artinschcr Gorcnsteinring, c1.h. tin 
Quasi-Frobeniusring. 
(III) Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist im Grundc prop. 3.6 aus [2]. 
(ii) -- (iii) Sei ht p < n ~ I, dann folgt aus (ii)b) und lot. cit. daf3 
p $ Ass 11 fur t --I ht p ist. Wegcn (ii)a) und 3.14, 3.9 und 3.10 gilt also 
grad 1” 23 Min(n, i). 
(iii) =. (ii)a) Nach [2] Lemma 3.1 ist pj(p) f  0 fur i : ~- ht p. Somit folgt 
aus (iii), dal3 grad(R&) > XIin(ht p, n) ist, also (ii)a). 
(iii) Y, (ii)b) Es sei ht p < 11 ~ I. Dann ist, viie cben gezeigt, ht p 
grad(R/p). Und die dussage (iii) besagt weiter, dal3 dann ,~~(p) = 0 fur 
i > ht p ist. Also folgt aus [2] prop. 3.6, dal3 R, tin Gorensteinring ist. 
3.16 DEFINITION. En Ring, der die Bigenschaften (i))(iv) aus Sate 3.15 hat, 
he@ G,-Ring. Man sagt such, ey habe die Eigenschaft G,, . 
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3.17. Ein G,+,-Ring ist ein G,-Ring. 
Ein reduzierter Ring ist offenbar ein G,-Ring, ein normaler Ring nach [17] 
IV, D.4 thm. I1 ein G,-Ring. 
Ein Ring ist gcnau dann ein Gorensteinring, wenn er fur beliebig groBe n 
die Eigenschaft G, hat. 
3.18 LEMMA. Seien R ein G,-Ring, M ein R-Modul. Es ist grad M > n 
genau dann, wenn M, : 0 fiir alle p mit ht p < n - 1 ist. 
3.19 SATZ. Es seien R ein G,-Ring, M ein endlich erzeugter, N ein beliebiger 
R-&Iodul. Fiir jedes Primideal p mit ht p < n - 1 sei ferner: 
proj. dim M, < co oder inj. dim N, < co 
(d.h. schw. dim ND < co wegen 1.12). 
Dunn gilt fiir p --t q < n: 
grad(FP Tor,(A7, M)) > p f  9 
und 
grad(Ext*(M, N)/F, Extq(M, N)) 2 p + q. 
Beweis. Wegen Lemma 3.18 genii@ es, (FP Tor,(N, A[)), = 0 fur 
ht p < p + q -~ 1 (und entsprechendes fur Ext) zu zeigen. Nach Voraussetzung 
konvergieren jedoch an diesen Stellen p die bciden Spektralsequenzen, und 
ihre Filterungen sind dort endlich! Die Behauptung folgt dann aus 3.15(iv) 
und 3.7. Alan beachte dabei, dal3 
Grad(Ex@(E, N)) 2 grad E und grad(Tor,(N, E)) 3 grad E 
ist, wenn nur E endlich erzeugt ist. Dies gilt unmittelbar fur endlich erzeugte 
iV und deshalb such fur beliebige, weil Tor,( ?, E) und ExP(E, ?) mit direkten 
Limitcs vertauschbar sind. (E ist endlich erzeugt.) 
3.20 KOROLLAR: Lmter den Voraussetxungen des obigen Satzes gilt: 
TP- q Tor,(N, M) 3 F” Tor,(A:, M) fiir P+s<n. 
3.21 KOROLLAR. Zusiitzlich zu den I’oraussetzungen van 3.19 gelte noch: 
IV ist endlich erzeugt und von der endlichen projektiven Dimension q. Dunn ist: 
FpTorO(N, M) = T 1’ 1 q Tor,(N, M) = _TP+ q Tor,(N, M). 
Bezeis. Es ist dann namlich Tor,(N, AZ) = Hom(Ext*(N, R), M). Dies 
folgt aus der Spektralsequenz von 1.8, wenn man dort M mit N vertauscht 
und die “Ecklage” des Terms Ei*-” beriicksichtigt. Jetzt braucht man nur 
noch die leicht zu beweisende Tatsache zu benutzen, daR Tr Hom(B, F) = 
Hom(E, TrF) ist. 
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3.22. Wir betrachten nun den Spezialfall N = R und setzen UrM = 
Fr Tor,(R, M). Dann haben wir in 3.12a und in 3.20 (oder, so man will 3.21) 
gezeigt: 
Auf der Kategorie der endlich erzeugten R-Moduln ist: 
(a) Tr C Li’ und 
(b) wenn zusatzlich R ein G,-liing ist, sogar T’ ~~ Ur fur T < n. 
Wir wollen im Folgenden die Umkehrung von (b) beweisen. 
3.23. (a) Wie erhalt man die Filterung ZP von R-Moduln ? Sei X’ eine 
injektive Auflosung von R und Y. eine projektive Auflosung von M. Wir 
betrachten den Doppelkomplex X’ @ I’.. Seine totale Homologie ist 
Tor(R, n/r) = M. Der totale Komplex -X @ 1. tragt die folgende Filterung: 
F’(X @ I’) = @Da7 (Xp @ Y). D as Bild des kanonischen Homomorphis- 
mus : 
H(F’(X @ Y)) --, H(X @ Y) = M 
ist UT&!. 
(b) Auf die obige Weise wird U’ fiir beliebige, nicht nur endlich erzeugte, 
R-Moduln definiert. Der Funktor U* ist mit direkten Limites vertauschbar. 
(c) Da such TT mit direkten Limites vertauschbar ist, gilt: Es ist T’ = Ur 
genau dann, wenn T’M =: UTM fiir endlich erzeugte M. 
3.24. (a) Es sei g : R + X0 ein Monomorphismus in einen injektiven 
R-Modul X0. Es gilt dann: UIM :: Ker(g @ iLtM). Mit dem Komplex 
X 0 Y von 3.23(a) haben wir namlich die exakte Folgc: 
O-+F’(X@Y)-+X@j Y-+X”@17+0. 
Hieraus entsteht die exakte Homologiesequenz: 
IIO{F’(X @ Y)) L* H”(X 6 I-) + H”(Xo @ I’). 
Es ist aber HO(X @ Y) = R @ M, H”(Xo 0 I’) = X0 @ IV und I;rlM = Imf. 
(b) Aus der Spektralfolgc von 1.8 erhalt man: Fur endlich erzeugte 
R-Moduln M ist UIM der Kern der kanonischen Abbildung 
M + Hom(Hom(;l/l, R), H). 
(c) Wegen (b) hat man, wie man weiR oder leicht sieht: Fur endlich 
erzeugte M ist UIM der Durchschnitt der Kerne aller Homomorphismen 
von M gegen R. 
(d) Man nennt 1%’ torsionslos, wenn UIM =: 0 ist. Mittels (c) sieht man 
sofort: Ein cndlich erzcugter Modul ist genau dann torsionslos, wenn er 
Untermodul eincs freien hIoduls iat. 
(e) LVegcn (d) gilt: Der IvIodul Hom(M, R) ist fur endlich erzeugte M 
torsionslos. 
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3.25 SATZ. Wenn der Funktor U1 linksexakt auf der Kategorie der R- 
Mod& ist, dann ist der voile Bruchring Q von R ein Quasi-Frobeniusring. 
Beweis. Der Funktor ? aRQ ist exakt, mit dem Tensorprodukt ver- 
traglich und fiihrt R-injektive in Q-injektive Moduln iiber ([Z] car. 1.3). 
Er ist also mit UT vertauschbar. Nach Voraussetzung ist also lJ1 such auf 
der Kategorie der Q-Moduln linksexakt. Insbesondere folgt fiir Q-Moduln aus 
NC M und UIN = Ul(MjN) = 0, daI3 such UIM = 0 ist. 
(a) Wir zeigen, da8 Q artinsch ist. Da Q ein voller Bruchring ist, sind die 
maximalen Ideale nt von Q zu Q assoziiert. Mit anderen Worten Q/m ist ein 
Untermodul von Q, also torsionslos. Da U’ linskexakt ist, ist jeder Modul 
der eine Kompositionsreihe mit Faktoren isomorph zu Q/m besitzt, torsions- 
los, z.B. Q/m” fiir beliebiges i. Da Q noethersch ist, gibt es in Q einen gr6Bten 
Untermodul E, der eine Kompositionsreihe mit Faktoren isomorph zu Q/m 
besitzt. Sei ntr C Ann E. Dann faktorisicren offenbar alle Homomorphismen 
von Q/m” gegen Q, mit i 3 r iiber Q/ntr. Der Durchschnitt aller ihrer 
Kerne enthilt also ntr. Es ist darum mi = lnr und somit ntiQ, = nt’Q,,, fiir 
alle i -> r. Da aber ni (n?Q,,,) = 0 ist, gilt lnrQ,,, = 0. Daher sind alle 
maximalen Idealc von Q zuglcich minimale Primideale und Q ist artinsch 
([3] IV, 2.5 prop. 9). 
(b) Da Q artinsch ist, l%Rt sich jeder endlich erzeugte Q-R/Iodul, insbe- 
sonderc Q selbst in einen endlich erzeugten injektiven Modul einbetten. 
Man bekommt eine exakte Folge: 
O+Q'X"+Xo/Q+O (*> 
mit injektivem X0 und endlich erzeugtem (also endlich darstellbarem) 
X0/Q. 
Jeder endlich erzeugte Q-AIodul bcsitzt eine Kompositionsreihe mit 
einfachen Faktoren. Da diese torsionslos sind und U1 linksexakt ist, ist 
jeder endlich erzeugte Q-Modul torsionslos. Rlit anderen Worten (3.24a) 
die Folge: 
O-Q@@% X”@M+(Xo/Q)@M+O 
ist exakt fiir jedes endlich erzeugte M. 
nTach [6] 3.3) zerfillt deshalb ( ) * und Q ist ein injektiver Q-Modul. 
3.26 KOROLLAR. Wenn auf der Kategorie der R-Moduln U’ = T’ fiir 
Y < n gilt, dann ist R ein G,-Ring. 
Bezceis. Sei x eine R-Folge der Lnnge s mit s < n - 1 und S = RlxR. 
Sei ferner M ein endlich erzeugter S-Modul. Es ist lJ,sM = T,“M = M, 
da gradRM 2 s ist. 
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Wir betrachten die Spektralfolge aus 1.8 fur den Fall N = R. Wir habcn 
einen Monomorphismus: 
Wegen der Kantenlage (grad,M > s) haben wir einen weiteren Mono- 
morphismus: 
Ezs + El’” = ExtRB(ExtRS(M, R), R). 
Wegen 2.10(a) aber ist: 
ExtRB(ExtRB(M, R), R) = Hom(Hom(M, S), S). 
Der S-Modul Hom(Hom(M, S), S) ist von der Form Hom(E, S) und daher 
(3.24e) ein torsionsloser S-Modul Also ist such &i/UitlM ein torsionsloser 
S-Modul als Untermodul eines solchen (3.24d). Da nun nach Voraussetzung 
(ii+’ = T;+l und offenbar Ti+‘M = T,lM ist, haben wir daB M/T,lM 
torsionslos ist, das heiBt aber TslM = UslM fur alle endlich erzeugten und 
damit uberhaupt alle S-Moduln. Nach Satz 3.25 ist also der volle Bruchring 
von S ein Quasi-Frobeniusring. ( T1 ist linksexakt.) 
4. EINE ANWENDUNG, SYZYGIENMODULN BETREFFEND 
In diesem Paragraphen sei R ein kommutativer Ring. 
4.1 DEFINITION. Ein R-Mod& M he@ n-ter Syzygienmodul, wenn es eine 
exakte Folge: 
O+M+F1+F2+...--tFn 
mit endlich erzeugten freien Fi gibt. 
(In [2] $8 wiirde M dann (n -- I)-ter Syzygienmodul heiljen.) 
Die ersten Syzygienmoduln sind genau die endlich erzeugten torsionslosen 
Moduln. Es ist such bekannt und leicht zu beweisen, da6 die zweiten 
Syzygienmoduln genau die Moduln von der Form Hom(N, R) mit endlich 
erzeugten N sind. 
4.2 SATZ (Samuel). Seien M ein R-Modul, n eine natiirliche Zahl. Man 
betrachte die beiden Aussagen: 
(a) Jede R-Folge der Liinge <n ist eine M-Folge. 
(b) Ftir jedes Primideal p von R ist tfRpMp > Min(n, tf  Rp). 
Aus (b) folgt (a). Wenn fii~ R die Serre-Bedingung tfRp 2 Min(n, ht p), 
d.h. S, gilt dunn sind (a) und (b) iiquivalent. 
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Dies ist in der Tat prop. 6 aus [16], leicht verallgemeinert. Man sieht 
jedoch ohne Schwierigkeiten, daB man die Bedingungen, wie angegeben, 
abschwachen kann. 
4.3 DEFINITION. Man sagt, M sei ein a,-Modul (bxw. b,-Modul), wenn M 
die Bedingung (a) (bzw. (b)) aus Sate 4.2 erfiiillt. 
4.4 SATZ. Ein n-ter Syzygienmodul ist ein b,-, also such ein a,-Modul. 
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Bemerkung 2.10(b). 
4.5. Die Umkehrung von Satz 4.4 ist nicht allgemein richtig. Denn ein 
a,-LIodul, d.i. ein solcher, fur den TIM = 0 gilt, ist nicht unbedingt 
torsionslos (3.25). Fur eine teilweise Umkehrung benotigen wir folgende 
technischen Bemerkungen: Es sei R ein lokaler Gorensteinring und M ein 
quasiprojektiver (1.13) endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M reflexiv und 
Hom(M, R) ebenfalls quasiprojektiv. Beides folgt unmittelbar aus 1.8, indem 
man ,N = R setzt. 
4.6 SATZ. Es seien R ein G,-Ring, M ein endlich evzeugter a,-Modul. 
Dann ist M ein n-ter Syzygienmodul. 
Beweis. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen. Da ein G,-Ring insbesondere 
die Bedingung S, erfiillt (3.15 (ii)a)), ist M such ein &-Ring. 
Es sei n > 1. Wir konstruieren eine kurze exakte Folge 
O-M&F-N-O (*I 
mit endlich erzeugten freien F und einem b,-,-Modul N. Das beweist den 
Satz. 
Da n > 1 ist, ist M nach 3.22(b) torsionslos, die kanonische Abbildung 
f : M---f Hom(Hom(M, R), R) also injektiv. Sei g : G,, ---f Hom(M, R) ein 
Epimorphismus mit einem endlichen freien G,, ; g* sei der von g induzierte 
RIonomorphismus: 
Hom(Hom(M, R), R) ---f Hom(G,, , R). 
Wir setzen F : = Hom(G” , R), h : = g* 0 f und N = Coker h. Wir zeigen 
noch, da0 N ein 6,-,-YIodul ist, und haben somit eine Folge (*) der 
gewiinschten Art konstruiert. 
Sei also p ein Primideal von R. Wir unterscheiden zwei Falle: 
(a) Sei ht p 2 n. Die homologische Charakterisierung der Tiefe ergibt 
sofort: tf N, 2 Min(tf M, - 1, tf R,), * und die letzte Zahl ist nach Voraus- 
setzung &z - 1. 
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(b) Sei ht p < n - 1. Dann ist R, ein Gorensteinring und tf M, = tf R, . 
Nach Satz 2.9 ist also Mp ein quasiprojektiver R,-Modul. Also ist M, 
reflexiv, und Hom(M, , RJ ebenfalls quasiprojektiv. 
Aus einer dimensionsweise endlich erzeugten freien AuflGsung: 
. . . . + G 1 + G, --g+ Hom(M, R) + 0, 
die mit dem oben gewahlten G, beginnt, wird also eine unendlich lange 
exakte Folge: 
O+M+F,+ GplL Gp2b .... 
mit Gpi = Hom(Gi , R& . Man hat also die unendlich lange exakte Folge: 
O--tiVp+Gpl+GpL-- 
mit freien Gpi. Also ist nach 2.10(b): 
tf~V, 3 tf R, = Min(n - 1, tf RJ. 
4.7. Die Ergebnisse dieses Paragraphen sind eine Verallgemeinerung 
der iiquivalenz von a. und c. in [16] prop. 1. Denn ein normaler Ring ist 
ein G,-Ring, die 2-ten Syzygienmoduln sind genau die von der Form 
Hom(N, R), und solche Moduln sind nach [2] prop. 6.1 reflexiv, falls R nur 
ein G,-Ring ist. 
4.8. Wenn iiber R alle n,-Moduln such erste Syzygienmoduln sind, so 
ist R ein G,-Ring. Es scheint wiinschenswert, dies such fiir n > 1 zu 
beweisen. 
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